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Einfache stochastiche Prozesse

Helmut Brunner

Die Theorie der stochastischen Prozesse gehdrt zu den jingsten
und anwendungsorientiertesten Gebieten der Wahrscheinlichkeits-
theorie. Zahlreiche Modelle bedienen sich stochastischer Prozesse,
z.B. das stochastische lagerhaltungsmodell, das stochastische Modell
der Bedienungssysteme (Warteschlangen), die Theorie der Todes- und
Erneuerungsprozesse und viele andere. Viele interessante Anwendungen
beruhen auf der Theorie der Markov-Ketten, die bereits im Rahmen

des Schulunterrichts behandelt werden kdnnten.

Ein stochastischer ProzeB verfolgt die Entwicklung einer Zufalls-

variablen X im Verlauf der Zeit t (oder eines anderen Parameters).

Bei einer Markov-Kette Xt ist X eine diskrete Zufallsvariable

z.,B. mit Werten aus (1,2,3,...,s8} (= Zustandsraum) wihrend t Werte
aus {0,1,2,...} annimmt, Gegeben ist eine Anfangsverteilung

pi(O) = (p1(0),p2(0),...,ps(0)} welche die Wahrscheinlichkeiten
angibt, da X zum Zeitpunkt t = @ im Zustand i angetroffen wird.
Ferner muB die Matrix der "Ubergangswahrscheinlichkeiten" pij ge-
geben sein, wobei Pyy = W(X1 = j/XO= i) = W(Xt+1 = j/Xt—_-i) unab-
héngig von t ist.

Wir stellen uns die Aufgabe; aus der gegebenen Anfangsverteilung
mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten die Verteilung zu einem
beliebigen Zeitpunkt zu berechnen. Zunichst soll pi(1) aus pi(O)

berecrnnet werden:
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Wir konstruieren das "sichere Ereignis" 3:
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dem Additionssatz:
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Dan falft s p,(0) als Zeilenvektor auf urd biidet die skalarer

vrodukte mit den Smaltenvektoran vorn 2.
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Wie gelangt man nun c¢irekt von pi(O) Zu pi(n)?
Bezeichnet man die bedingten Wahrscheinlichkeiten
W(anj/XO=i) mit pij(n), so folgt aus Formel F1

W(Xn=j) = i pi(O). pij(n)

Die Frage lautet also: wie erhidlt man pij(n) aus pij?

Wir berechnen zuerst pij(Z):

Fir den Ubergang Xy=1i in X;=k betrdgt die Wahrscheinlichkeit p.,
fiir den anschlieBenden Ubergang von X1=k in X2=j betrdgt die Wahr-

scheinlichkeit pkj’ daher nach dem Multiplikationssatz fiur

X.=1 tber X1=k in X2=j : pik'pkj

0
Da k alle Werte von 1! bis s annehmen kann, folgt aus dem Additions-
satz:

W(X2=j/XO=i) = pij(2) = i Py Py
Dies ist aber die Formel fiir die Matrizenmultiplikation P.P, weshalb

p2 und daher allgemein:

(pij(Z))
(pij(n))

Nun ist die direkte Berechnung der Verteilung pi(n) aus pi(O)

pn folgt.

mittels P zweifellos umstidndlicher als die schrittweise Berechiung

pj(1) = ? pi(o).pij

. .

.

N =T . "'1 . + =
pJ(n) ipl(n ) P ;
Von Interesse ist aber die Frage nach einer stationdren Ver-

teilung, fir den Fall, daB lim P" existiert.
n-on

Dariber gibt der Ergodensatz Avskunft. Gibt es in dex Folge P,P2,P...

eine Matrix, die wenigstens in einer Spalte ein positives kleinstes
? o B

Element enth#lt, dann besitzt die Folge einen Grenzwert:
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Interpretation:

Bei 80 Beobachtungen des stochastischen Prozesses aus beliebigen
Anfangsverteilungen pi(O) trifft man theoretisch g4= 30-mal
den stationfdren Zustand X=1, g2=30-mal X¥=2 und g3=20-mal den

stat.Zustand X=% an.

Wenn die tatsdchlich beobachteten Haufigkeiten etwa f1=26,
f2=32 und f3=22 betragen, kann man die theoretische Vorher-
sage mittels der Chi-Quadrat-Verteilung uberpriifen. Man bildet:

i=3%
> (fi—gi)2/gi = 16/30 + 4/30 + 4/30 + 4/20 = 0,86
i=1

und vergleicht mit dem Tabellenwert {20,05 beim Freiheitsgrad

2

m=3-1=2, wobei sich herausstellt, dab 0,86 < ¥°0,05(m=2), so

daB eine Annahrme der Hypothese erfolgt.

Es folgt noch ein Beispiel fir eine Ubergangsmatrix P, bei der

keine Grenzmatrix existiert:

1 o O
P= {p 0O g} mit p+aq =1
o 0 1

Wie man sieht, ist P°=P und daher auch PP=P fir alle n, so daB

p1 p2 p3
lim P% = P, P, Ds| nicht existiert.
n—hoo

p1 p2 p3

Hier verbleibt die Verteilung im Anfangszustand pi(O), ist
jedoch nicht station#dr, da mit jedem anderen Anfangszustand

auch ein anderer Endzustand entsteht.

Eine wichtige Methode zur Behandlung stochastischer Prozesse
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stellt die Computer-iimulation dar,

Beispiel: Irrfahrt eines Teillchens auf einem ekenen ganzzahliger

Gitter nmit gleicher VWakrrscheinlichkeit filr alle 4 Richtungen.

BaoIC-Crogramm: [:it dem Befehl RND wird eine s leichverteilte,

ree’le Zufallszahl aus dem offenen Intervall (Q,1) erzeuct
Mit dem Befehl INT (4 RND)+1 wird sine gleichverteilte Zufalls-
zahl aus der Menge {1,2,3,4} erzevgt. Wir starten im Nuil-

wunkt und veenden ten Prcgel, wenr erstrals der

grreicht, tzw, Uberschritten wird. Dann soller die IHocrdissten

deg Teilchers vnd die Anzahl der Cchritte auspeariickt werden:

30 INPUT "RADIUS™; R

AT LJ—-—IL\T(4¥RI“‘ +1

S0 IF Z=1 THEN X=X+1 DLJE IF Z=2 TidilN {=X-1
60 IV Z=3 TARN Y=Y+1 LLoE IF Z=4 THEN Z=Y-1

70 H=N+1
20 TR Z*eU% < R¥ROTHEN 40
G0 FRINT X,¥,M: N

3

wine varoliuffence arwendung einer ebenen Irrfanct steilt die
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Den Funktionswert u in (XO,yO)GfB findet man wie folgt:

Man Uberzieht B mit einem ebenen Gitter und startet n Irr-
fahrten in (xo,yo). Sind (xi,yi) die ¥Koordinaten auf C, in
denen die i-te Irrfahrt erstmals C erreicht bzw. iberschreitet,

so gilt:
1 i=n
u(xo,yo) ~ = i§1f(xi,yi)
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